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(Streszczenie)

W tym artykule zostala zaprezentowana oryginalna propozycja modelu planu finansowego dla
dwuosobowego gospodarstwa domowego, ze szczegdlnym uwzglednieniem celu emerytalnego.
Koncepcja ta pozwala na stosunkowo tatwe rozszerzanie modelu poprzez dodawanie wigkszej liczby
celow, jak rowniez wprowadzanie nowych rodzajow ryzyka. Model ten nie wymaga zastosowania
zadnych wyrafinowanych metod kalibracji. Niektore jego parametry sa wprost otrzymywane z pu-
blicznie dostgpnych danych. Inne to parametry opisujace sytuacj¢ finansowa gospodarstwa domo-
wego, ktore sa oparte na danych dostgpnych kazdemu takiemu gospodarstwu (np. dane o biezacych
dochodach). Sa tez parametry wyrazajace preferencje cztonkow gospodarstwa domowego (np. ich
awersje do ryzyka). Konstrukcja i interpretacja modelu preferencji gospodarstwa domowego przy-
jeta w proponowanym modelu planu finansowego jest jednak na tyle intuicyjna, ze gospodarstwo
domowe moze po prostu wprost podaé te parametry. Koncepcja modelu odnosi si¢ do dwuoso-
bowego gospodarstwa domowego, a nie pojedynczych 0séb rozpatrywanych osobno. Do zalet
podejscia dwuosobowego nalezy mozliwo$¢ uwzglednienia takich planow finansowych, w ktorych
koszty konsumpcji przypisane do danej osoby nie musza by¢ w 100% pokryte w emerytalnej fazie
cyklu zycia. Staje si¢ to mozliwe dzigki dzieleniu ryzyka, a konkretnie poprzez transfer kapitatu
migdzy cztonkami gospodarstwa domowego. Liczba mozliwych planéw finansowych, sposrod
ktorych wybierany jest plan optymalny, wzrasta w ten sposob znaczaco. Podejscie dwuosobowe
ma jednak swoje wady wynikajace z wigkszej ztozonosci modelu. Niedogodnosci wynikajace
z dwuwymiarowego charakteru procesu przezycia cztonkéw gospodarstwa domowego sprawiaja,
Ze potrzebne sa pewne uproszczenia. Sprzyja im oryginalny sposob wyrazania awersji do ryzyka,
zaproponowany w ramach tej koncepcji. Pozwala on bowiem na redukcje liczby scenariuszy, ktore
nalezy uwzglednia¢ w procedurze optymalizacji planu.
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1. Wstep

Artykut ten prezentuje koncepcje modelu planu finansowego gospodarstwa domo-
wego, ktdry, dzieki swojej elastycznej 1,,modutowej” konstrukcji, moze by¢ tatwo
rozbudowywany i modyfikowany. Model ma charakter dyskretny (jest opisany
w czasie dyskretnym, a takze wszystkie uwzgledniane w nim czynniki ryzyka
sa zmiennymi losowymi o rozkladach dyskretnych). W podstawowej wersji,
ilustrujacej ogdlna koncepcje, jedynym rodzajem ryzyka jest ryzyko zwiazane
z dlugoscia zycia. W modelu nie ma wowczas innych zmiennych losowych niz
daty $mierci cztonkdéw gospodarstwa domowego. Wektor konkretnych wartosci
tych zmiennych jest nazywany scenariuszem przezycia. Przy tym zaproponowany
tu sposob wyrazania awersji do ryzyka pozwala na ograniczenie liczby scenariu-
szy przezycia branych pod uwage w procedurze optymalizacyjnej. Awersje do
ryzyka opisuja parametry, ktorych interpretacja jest bardzo intuicyjna i ktore moga
by¢ wprost podane przez gospodarstwo domowe. Nie wymaga to zastosowania
zadnych wyrafinowanych metod szacowania awersji do ryzyka.

Model dotyczy gospodarstwa domowego, a nie pojedynczej osoby. Laczne
rozpatrywanie sytuacji finansowej cztonkow gospodarstwa domowego daje wie-
le korzysci, gtownie zwiazanych z mozliwo$cia wykorzystania wewngtrznego
transferu kapitatu. Natomiast niepozadanym efektem takiego podejscia jest jego
wigksza ztozono$¢ niz to ma miejsce w przypadku pojedynczych oséb traktowa-
nych rozdzielnie. Dotyczy to zwlaszcza wykorzystywanego modelu przezycia.

Celem badan byto stworzenie koncepcji modelu optymalizacji planu finan-
sowego gospodarstwa domowego pozwalajacej miedzy innymi na uniknigcie
rozwazania wszystkich mozliwych scenariuszy wielowymiarowego procesu
przezycia w procesie optymalizacji. To powinno utatwi¢ stosowanie modelu jako
podstawy koncepcyjnej dla tworzenia praktycznych narzedzi wspomagajacych
planowanie finansowe gospodarstw domowych w warunkach rzeczywistych.

Pierwsze modele planowania finansowego gospodarstw domowych w cyklu
zycia, na wzor propozycji Yaari’ego!, byly oparte na jednoosobowym modelu

' MLE. Yaari, Uncertain Lifetime, Life Insurance, and the Theory of the Consumer, The Review
of Economic Studies 1965/32 (2), s. 137-150.
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konsumpcji z procesem przezycia jednej osoby. Dopiero praca Kotlikoffa i Spi-
vaka? wskazata na specyficzne korzysci, jakie w planowaniu finansowym moga
odnosi¢ malzenstwa.

Hurd?® zaproponowat model konsumpcji w cyklu zycia matzenstwa. Przedsta-
wit analityczne rozwigzanie problemu optymalizacji konsumpcji dla matzenstw.
Model ten nie miat jednak konstrukcji pozwalajacej na jego latwe przeksztatce-
nie w praktyczne narz¢dzie wspomagajace tworzenie planu finansowego (takie
narzgdzie z natury musi si¢ da¢ stosunkowo prosto rozbudowywac w sposob
pozwalajacy na uwzglednienie wielu celow, a takze umozliwiajacy dodawanie
nowych czynnikow ryzyka). Nie byto to zreszta celem tworzenia tamtego modelu.

Z kolei Brown i Poterba* zbadali m.in. wykorzystanie wspolnych rent dozy-
wotnich dla matzenstw. Badania te nie byly poswigcone tworzeniu optymalnego
planu finansowego w cyklu zycia gospodarstwa domowego, ale, jeszcze bardziej
niz poprzednie, podkreslaly znaczenie tacznego podejscia.

Wyzej wspomniane badania pokazuja, dlaczego cale gospodarstwa domowe
(osoby rozpatrywane tacznie) powinny by¢ obiektem zainteresowania wspoltcze-
snych finanséw osobistych. Chociaz niniejszy artykul nie dotyczy wykorzystania
wspoélnych produktow rentowych, to jednak motywacja prezentowanych w nim
badan jest wlasnie wykorzystanie korzysci ptynacych ze wspdlnego rozpatrywania
catego gospodarstwa domowego w procesie planowania finansowego.

W planowaniu finansowym obejmujacym cykl zycia gospodarstwa domowego
kluczowym problemem jest zarzadzanie ryzykiem zwigzanym z czasem trwania
zycia. Na przyktad Mitchell, Bodie, Hammond i Zeldes’ obszernie omawiaja
zrodta zagrozen finansowych dla ludzi w starszym wieku i podkreslaja szczegdlne
znaczenie celu emerytalnego w planowaniu finansowym.

Problem inwestowania na cel emerytalny jest nieodlacznie zwiazany z pro-
blemem wiasciwej alokacji aktywow. Wymaga to oczywiscie wzigcia pod uwage
ryzyka inwestycyjnego i uwzglednienia specyfiki cyklu zycia cztowieka. Dotyczy
to zar6wno optymalizacji samej inwestycji, jak i konsumpcji®.

2 L.J. Kotlikoff, A. Spivak, The Family as an Incomplete Annuities Market, Journal of Political

Economy 1981/89 (2), s. 372-391.

3 ML.D. Hurd, Mortality Risk and Consumption by Couples, NBER Working Paper Series 1999.

4 J.R. Brown, J.M. Poterba, Joint Life Annuities and Annuity Demand by Married Couples,
Journal of Risk and Insurance 2000/67 (4), s. 527-554.

5 0.S.Mitchell, Z. Bodie, B.P. Hammond, S. Zeldes (eds.), Innovations in Retirement Financing,
University of Pennsylvania Press, Philadelphia 2002.

¢ H. Huang, M.A. Milevsky, Longevity Risk Aversion and Tax-Efficient Withdrawals, SSRN
Electronic Journal 2011; J.M. Poterba, J. Rauh, S. Venti i D. Wise, Lifecycle Asset Alloca-
tion Strategies and the Distribution of 401 (k) Retirement Wealth, National Bureau of Economic



296 Radosfaw PIETRZYK, Pawet ROKITA

W literaturze szeroko omawiany jest rowniez problem dekumulacji kapitatu
emerytalnego’. Jedno z najwazniejszych pytan dotyczy tego, czy i w jakim stopniu
kapitat emerytalny powinien by¢ wykorzystany do wykupienia renty dozywot-
niej, aby osiagna¢ poziom optymalnej konsumpcji. Davidoff, Brown i Diamond?
podaja warunki, przy spetnieniu ktorych przeznaczenie catego kapitatu emerytal-
nego na wykupienie renty dozywotniej jest rozwigzaniem optymalnym. Jednym
z takich warunkow jest brak preferencji pozostawienia spadku. Szeroka analizg
wykorzystania rent dozywotnich przedstawiaja rowniez Blake, Cairns i Dowd’.
Z kolei Horneff, Maurer, Mitchell i Rogalla'?, a takze Maurer, Mitchell, Rogalla
i Kartashov!' pokazuja wptyw produktow rentowych na wybor portfela w cyklu
zycia gospodarstwa domowego.

Omawiana w artykule koncepcja modelu optymalizacji planu finansowego dla
gospodarstwa domowego jest w duzym stopniu otwarta w tym sensie, ze rozne
rozwiazania szczegotowe proponowane w literaturze moga byc¢ do niej wlaczone
w réznych konfiguracjach. Jednocze$nie udaje si¢ unikna¢ nadmiernej kompli-
kacji modelu mimo dopuszczenia taczenia w nim prawie dowolnych podejs¢
szczegdtowych jako jego elementow sktadowych (np. model uzytecznosci, model
procesu przezycia, model wyboru i optymalizacji portfela inwestycyjnego itp.).

Research 2006, Cambridge, MA; F. Gomes, L. Kotlikoff, L. Viceira, Optimal Life-Cycle
Investing with Flexible Labor Supply: A Welfare Analysis of Life-Cycle Funds, National Bureau
of Economic Research 2008, Cambridge, MA.

D. Blake, A.J.G. Cairns, K. Dowd, Pensionmetrics 2: stochastic pension plan design during

the distribution phase, Insurance: Mathematics and Economics 2003/33 (1), s. 29—47; 1. Dus,

R. Maurer, O.S. Mitchell, Betting on Death and Capital Markets in Retirement: A Shortfall

Risk Analysis of Life Annuities versus Phased Withdrawal Plans, Financial Services Review

2005/14, 5. 169-196; G. Gong, A. Webb, Mortality Heterogeneity and the Distributional Conse-

quences of Mandatory Annuitization, Journal of Risk and Insurance 2008/75 (4), s. 1055-1079;

H. Huang, M.A. Milevsky, op. cit.; M.A. Milevsky, H. Huang, Spending Retirement on Planet

Vulcan: The Impact of Longevity Risk Aversion on Optimal Withdrawal Rates, Financial Analysts

Journal 2011/67 (2), s. 45-58.

¢ T. Davidoff, J.R. Brown, P.A. Diamond, Annuities and Individual Welfare, SSRN Electronic
Journal 2004.

° D. Blake, A.J.G. Cairns, K Dowd, op. cit., s. 29-47.

10 V. Horneff, R. Maurer, O.S. Mitchell, R. Rogalla, Optimal Life Cycle Portfolio Choice with
Variable Annuities Offering Liquidity and Investment Downside Protection, National Bureau
of Economic Research 2013, Cambridge, MA.

I R. Maurer, O.S. Mitchell, R. Rogalla, V. Kartashov, Lifecycle Portfolio Choice With
Systematic Longevity Risk and Variable Investment-Linked Deferred Annuities, Journal of Risk
and Insurance 2013/80 (3), s. 649-676.
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Prezentacja tej koncepcji stanowi kontynuacj¢ badan zawartych m.in. w pracach
Feldmana, Pietrzyka i Rokity'? oraz Pietrzyka i Rokity".

2. Zatozenia modelu

Przedstawiona w artykule wersja modelu planowania finansowego koncentruje
si¢ na celu emerytalnym, ale sama konstrukcja modelu pozwala na elastyczne
rozszerzanie go o inne cele finansowe. Omowienie tu podstawowej wersji modelu
pozwoli natomiast na bardziej przejrzysta prezentacje i skupienie si¢ na koncepcji
jego budowy oraz na sposobie przeprowadzenia optymalizacji.

Celami opracowania tej koncepcji byto wyeliminowanie konieczno$ci rozwa-
zania wszystkich scenariuszy wielowymiarowego procesu przezycia w procesie
optymalizacji planu finansowego, takie skonstruowanie modelu, aby mogt by¢
W prosty sposob skalibrowany, umozliwienie rozbudowywania modelu o nowe
cele, sposoby ich finansowania i czynniki ryzyka, a takze zastosowanie takich
uproszczen, ktore rekompensowatyby ewentualny wzrost ztozonosci w przypad-
ku wspomnianego rozbudowywania modelu, a jednoczesnie wiazalyby sig z jak
najmniejsza utratg istotnej informacji.

Dla zaprezentowania mechanizmu optymalizacji planu, w prezentowanej
wersji modelu uwzgledniony jest tylko jeden rodzaj ryzyka, a mianowicie ryzyko
zwiazane z dlugos$cia zycia (tj. ryzyka przedwczesnej $mierci i ryzyka dlugo-
wiecznosci). Jego tez dotycza jedyne parametry awersji do ryzyka. Jedynymi zas
zmiennymi losowymi w modelu (czynnikami ryzyka) sa daty $mierci cztonkow
gospodarstwa domowego.

Model planu finansowego budowany jest dla dwoch osob. Nie oznacza to
jednak, ze nie mozna go rozszerzy¢ na wiecej osob. Kotlikoff i Spivak'* oraz

12 %.. Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita, 4 Practical Method of Determining Longevity and
Premature-Death Risk Aversion in Households and Some Proposals of Its Application,
w: M. Spiliopoulou, L. Schmidt-Thieme, R. Janning (eds.), Data Analysis, Machine Learn-
ing and Knowledge Discovery, Cham: Springer International Publishing 2014a, s. 255-264.
R. Pietrzyk, P. Rokita, On a concept of household financial plan optimization model, Research
Papers of Wroctaw University of Economics 2015a/(381), s. 299-319; R. Pietrzyk, P. Rokita,
Facilitating Household Financial Plan Optimization by Adjusting Time Range of Analysis to
Life-Length Risk Aversion, w: A. Wilhelm, H.A. Kestler (eds.), Analysis of Large and Complex
Data, Studies in Classification, Data Analysis, and Knowledge Organization. Cham: Springer
International Publishing 2016, s. 357-367.

14 L. J. Kotlikoff, A. Spivak, op. cit., s. 372-391.

13
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Brown i Poterba'® wskazuja, ze para jest typowa jednostka podejmujaca decyzje
w planowaniu finansowym gospodarstw domowych. Zgodnie z tym podejsciem
jako gospodarstwo dwuosobowe traktujemy gospodarstwo sktadajace si¢ zdwoch
0sob, ktore wspolnie podejmuja decyzje finansowe i zamierzaja tworzy¢ to
gospodarstwo domowe do konca swojego zycia. Gospodarstwo jednoosobowe
bedzie traktowane jako szczegdlny przypadek, z udziatem drugiej osoby zredu-
kowanym do zera (brak dochoddw, brak wydatkow itp.). Model powinien jednak
dopuszcza¢ uwzglednienie w gospodarstwie domowym réwniez innych osob,
ktore beda rozpatrywane tylko przez pewien czas, a ich obecno$¢ ujawnia si¢
w planie finansowym najczgsciej w postaci przejsciowej modyfikacji struktury
konsumpcji, ale tez czasem w postaci modyfikacji struktury dochodow. W szcze-
g6lnosci takimi osobami sg dzieci.

Jak juz byla o tym mowa we wstepie, prezentowany model jest modelem pla-
nowania emerytalnego. Planowanie emerytalne jest gtownym elementem dtugo-
terminowego planowania finansowego gospodarstwa domowego. Specyficznymi
cechami celu emerytalnego sa: ograniczona mozliwos$¢ jego postfinansowania'®
oraz przewaznie znaczna warto$¢ (w stosunku do dochodow uzyskiwanych w fa-
zie przedemerytalnej). Nalezy tez mie¢ na uwadze niewystarczajacy charakter
$wiadczen z publicznych systemow emerytalnych w zdecydowanej wigkszosci
panstw $wiata (mniejsza lub wigksza luka emerytalna).

W planowaniu finansowym czgsto do rozwigzania problemu zapewnienia
dochodéw emerytalnych wybiera si¢ rozwiazanie najdrozsze. Opiera si¢ ono
na przekonaniu, ze dochdd emerytalny gospodarstwa domowego musi by¢
co najmniej tak duzy, jak taczna konsumpcja gospodarstwa domowego oraz
ze indywidualny dochdd emerytalny cztonkow gospodarstwa domowego nie
powinien by¢ nizszy niz indywidualne potrzeby w okresie emerytalnym. Takie
rozwiazanie jest oczywiscie bardzo bezpieczne, ale jednoczesnie niekoniecznie
efektywne z finansowego punktu widzenia. Prowadzi ono bowiem do powielania
przychodow na pokrycie wspolnych kosztow oraz nie uwzglednia wykorzystania
zgromadzonych nadwyzek finansowych.

Istnieje mozliwo$¢ zaproponowania innego rozwiazania, ktore bedzie wyni-
kiem optymalizacji catego planu finansowego i bedzie dostosowane do awersji
do ryzyka gospodarstwa domowego.

5 J.R. Brown, J.M. Poterba, op. cit., s. 527-554.

16 Przyktadem postfinansowania moze by¢ np. odwrotna hipoteka, ale w rzeczywisto$ci nierucho-
mos¢, ktora miataby by¢ jej podstawa, musi by¢ wezesniej sfinansowana przez gospodarstwo
domowe.
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3. Ryzyko dtugosci zycia i awersja do ryzyka w modelu

Awersja do ryzyka zwiazanego z dtugo$cia zycia cztonkoéw gospodarstwa
domowego odgrywa kluczowa rolg w procesie konstrukcji i optymalizacji planu
finansowego. Jak pokazali m.in. Jajuga, Feldman, Pietrzyk i Rokita'’, liczba rozpa-
trywanych scenariuszy przezycia cztonkéw gospodarstwa domowego jest bardzo
duza. Ponadto, wystapienie niektorych z nich powodowatoby w realnym zyciu
co najmniej gruntowna przebudowe planu finansowego, wraz ze zmiana zatozen
i celow, albo wrecz oznaczatoby powstanie nowego gospodarstwa domowego.
Branie ich pod uwagg w procesie optymalizacji planu nie ma wigc sensu, nawet
gdy ich prawdopodobienstwa nie sa pomijalnie mate. W pewnych warunkach
nie ma rowniez koniecznos$ci uwzgledniania scenariuszy przedwczesnej $mierci
jednego z cztonkéw gospodarstwa domowego tuz przed osiagnigciem wieku
emerytalnego, bo taki scenariusz moze nie by¢ zagrozeniem dla planu finan-
sSOwego, a wrecz przeciwnie — moze w sensie finansowym znacznie poprawiadé
sytuacje gospodarstwa domowego. Dlatego tez zasadne jest ograniczenie liczby
scenariuszy. [ wlasnie do takiego ograniczenia mozna wykorzysta¢ proponowany
sposob wyrazania awersji do ryzyka.

Autorska propozycja ograniczenia liczy scenariuszy zostata przedstawiona
przez Jajuge, Feldmana, Pietrzyka i Rokitg'®, a wezesniej takze Feldmana, Pie-
trzyka i Rokite!® oraz Pietrzyka i Rokite?®. W tej propozycji awersja do ryzyka
zwiazanego z dlugos$cia zycia wyrazona jest w formie parametrow awersji do
ryzyka przedwczesnej Smierci (0°) oraz awersji do ryzyka dlugowiecznos$ci (y°).
Gospodarstwo domowe musi zadeklarowac, ktére scenariusze dtugosci zycia, to
znaczy konczace sig, na ile lat przed oraz ile lat po oczekiwanej dacie $mierci,
powinny by¢ uwzglednione w procesie optymalizacji. W ten sposob gospodar-
stwo deklaruje pewien przedziat lat (przed i po warto$ci oczekiwanej) dla kazdej
z dwoch osob. Powstaje macierz zawierajaca scenariusze przezycia cztonkow
gospodarstwa domowego, dla ktorej zaproponowalisSmy nazwe range of concern.
Szerszy przedziat (wyzsze wartosci parametrow) oznacza wigksza awersje do ry-
zyka — che¢ optymalizacji planu dla wigkszej liczby scenariuszy. Wezszy przedziat
(nizsze warto$ci parametrow) oznacza mniejsza awersj¢ do ryzyka dtugosci zycia.

7 K. Jajuga, L. Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita, Integrated Risk Model in Household Life
Cycle, Publishing House of Wroctaw University of Economics 2015.

18 Ibidem.

1 L. Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita, Cumulated Surplus Approach and a New Proposal of
Life-Length Risk Aversion Interpretation in Retirement Planning for a Household with Two
Decision Makers, SSRN Electronic Journal 2014b.

20 R. Pietrzyk, P. Rokita, op. cit., s. 299-319.
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W szczegdlnym przypadku gospodarstwo, ktore nie wykazuje awersji do ryzyka,
moze optymalizowac¢ plan jedynie dla scenariusza oczekiwanego.

Deklarowane parametry y*, 0° sa ustalane wspolnie przez gospodarstwo
domowe, a wigc nie moga by¢ traktowane jako indywidualne parametry awersji
do ryzyka, ale raczej jako parametry awersji catego gospodarstwa — wynik kon-
sensusu migdzy jego cztonkami.

Przedzial Range of concern gospodarstwa domowego moze by¢ zdefinio-
wane jako:

s

G, =[E(D)-yE(D)+5" |x[E(D,)-yE(Dy)+8" | (1)

gdzie:
y"  — parametr awersji do ryzyka przedwczesnej $mierci;
0" — parametr awersji do ryzyka dlugowiecznosci;

E(D,) — bezwarunkowy oczekiwany czas Smierci osoby i.

Parametry y", d" sa tatwo interpretowalne, ale ich uzycie w modelu wymaga
dokonania transformacji. Funkcje oznaczone jako y(¢), d(f) mozna interpretowac
jako dotkliwos¢ (w sensie finansowym) spowodowana przedwczesna $Smiercig
lub dhluzszym od oczekiwanego zyciem. Dotkliwos$¢ jest zalezna od czasu.

Propozycjg konstrukcji miar awersji do ryzyka dtugosci zycia przedstawiaja
Feldman, Pietrzyk i Rokita?! oraz Pietrzyk i Rokita??. Moga to by¢ np. funkcje
wyrazone rownaniami i :

o)
(0= (W (=ED) 2)
0 t>ED),
. (t—ESD)J
5(0) = (1+87) o ) t>E(D) 5
0 t<E(D),
gdzie:
t — czas;

E(D) = max{E(D,), E(D2)}— bezwarunkowy oczekiwany czas konca gospodar-
stwa domowego.

21 L. Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita, op. cit.
2 R. Pietrzyk, P. Rokita, op. cit., s. 357-367.
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Postulowany ksztatt tych funkcji prezentuje rysunek 1.

RYSUNEK 1: Postulowany ksztalt funkcji y(t) oraz (t)
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Z 16 dto: opracowanie whasne.

Takie ujecie awersji do ryzyka zwigzanego z dtugos$cia zycia pozwala na
ograniczenie si¢ do scenariuszy ze zbioru range of concern oraz na wazenie
uzytecznos$ci poszczegolnych scenariuszy miarg dotkliwosci.

4. Inne preferencje w modelu

Poza celem emerytalnym, w podstawowej wersji modelu wystepuje rowniez
dazenie do pozostawienia spadku. Cel ten nie jest wprost zadeklarowany z do-
ktadnos$cia co do wartosci i czasu realizacji. Czas jego realizacji jest Scisle za-
lezny od trwania zycia gospodarstwa domowego. Jego wartosc¢ tez nie jest §cisle
okreslona. Cel ten zostal wyrazony jako sktonnos¢ gospodarstwa domowego do
pozostawienia spadku. A doktadniej — posrednio, poprzez parametr preferencji
konsumpcji. Jej parametr jest znormalizowany w przedziale [0, 1]. Wartos¢
1 oznacza, ze gospodarstwo zamierza przeznaczy¢ na konsumpcje¢ wszystkie
srodki, ktore nie zostang zainwestowane z przeznaczeniem na realizacje innych
celow finansowych. Takie gospodarstwo nie zamierza pozostawi¢ po sobie
majatku. W przypadku gdy parametr preferencji konsumpcji przyjmuje wartos¢
mniejsza niz 1, pojawia si¢ preferencja pozostawienia spadku. Oznacza to, ze
gospodarstwo planuje pozostawienie czgsci zgromadzonego majatku w formie
spadku. Gromadzona w trakcie zycia nadwyzka finansowa nie ma wowczas na
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celu jedynie zabezpieczenia gospodarstwa domowego przed ryzykiem zwigzanym
z dlugos$cia zycia.

Preferencje konsumpcji oraz pozostawienia spadku powinny zatem sumowac

si¢ do jednosci:

atp=1, 4
gdzie:
o oraz f oznaczaja odpowiednio preferencje konsumpcji i preferencj¢ pozosta-
wienia spadku.

Dodatkowo czg$¢ informacji na temat preferencji dotyczacych konsump-
cji i spadku jest wyrazona rowniez w stopach uzywanych do dyskontowania
uzytecznos$ci tych wielkosci. Stopa dyskontowania uzytecznosci konsumpcji
(r,.) oraz uzytecznosci spadku (r,) sa stosowane w modelu, ale nie narzuca sig
w nim jakiego$ okre§lonego sposobu ustalania ich wartosci. Mozna rozwazac
trzy podejscia do dyskontowania uzytecznosci:

1. Rozne nastawienie gospodarstwa domowego do konsumpcji i pozostawienia
spadku jest wyrazone nie tylko przez parametry preferencji (a, f), ale rowniez
przez réznice w wielkosci stop dyskontowania uzytecznosci. Postuluje sig,
aby uzyteczno$¢ konsumpcji byta dyskontowana wigksza stopa niz uzy-
tecznos¢ spadku (#C > r,). Roznica ta wynika z faktu, ze wyrzeczenie sig
biezacej konsumpcji na rzecz przysztej jest trudniejsze z psychologicznego
punktu widzenia niz op6znienie momentu osiagnig¢cia pozadanego poziomu
nadwyzki pozwalajacej na pozostawienie spadku.

2. Preferencja gospodarstwa domowego do konsumpcji i spadku jest wyrazona
jedynie raz — w postaci parametréw o i S. Stopy dyskontowania w tym pode;j-
Sciurowniez sa zroznicowane (r.>r,), ale taroznica jest funkcja parametru a.

3. Catla informacja o preferencjach gospodarstwa domowego jest zawarta
w parametrach o 1 f. W tym podejsciu stopy dyskontowania sa sobie rowne
(r.=r,). Stopy zaleza jedynie od rynkowych stop procentowych i nie maja
nic wspolnego z preferencjami gospodarstwa domowego.

Najbardziej uzyteczne jest podejscie 2 1 3, gdyz celem jest stworzenie prostego
i funkcjonalnego narzedzia do optymalizacji planu finansowego gospodarstwa
domowego, ktore bedzie tatwe w kalibracji. Wazne jest, aby unikac koniecznosci
deklarowania przez gospodarstwa domowe nieintuicyjnych parametréw. W za-
lozeniach modelu zaktada sig, ze wszystkie dane uzyskiwane od gospodarstw
domowych powinny opiera¢ si¢ na obiektywnych i tatwo dostgpnych wartosciach
(np. dochody) lub by¢ intuicyjnie okreslane przez gospodarstwa domowe, nieza-
leznie od do$wiadczenia, wyksztalcenia i pochodzenia spotecznego jego cztonkow.
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5. Optymalizacja planu finansowego

Optymalizacja planu finansowego polega na maksymalizacji funkcji celu, nazy-
wanej na potrzeby tego modelu funkcja wartosci (value function)®. Funkcja ta
jest oparta na koncepcji oczekiwanej zdyskontowanej uzytecznosci. Pierwszym
sktadnikiem funkcji wartosci jest oczekiwana zdyskontowana uzyteczno$¢
konsumpcji, a drugim — oczekiwana zdyskontowana uzytecznos¢ spadku.
W przedstawionym modelu obie funkcje maja t¢ sama posta¢ analityczna. R6znica
wystepuje w dyskontowaniu — odrgbne stopy dla konsumpc;ji (7)) i spadku (7).
Dodatkowo obie sktadowe funkcji warto$ci zostaty przemnozone odpowiednio
przez parametr preferencji konsumpcji () i spadku (5).

Uzyteczno$¢ konsumpcji jest obliczana dla kazdego scenariusza przezycia
w kazdym okresie od momentu 0 (7)) do momentu kofica zycia gospodarstwa do-
mowego w danym scenariuszu. Uzytecznos¢ spadku jest obliczana w koncowym
momencie gospodarstwa domowego w danym scenariuszu. Funkcja wartosci
jest zatem suma przemnazanych odpowiednio przez parametry preferencji kon-
sumpcji i spadku zdyskontowanych uzytecznosci, obliczanych dla wszystkich
scenariuszy pochodzacych z range of concern, wazona prawdopodobienstwami
poszczegdlnych scenariuszy.

W prezentowanej tu podstawowej wersji modelu argumentami funkcji war-
tosci, a zarazem zmiennymi decyzyjnymi procedury optymalizacyjnej sa:
* udzial konsumpcji w dochodzie gospodarstwa domowego w momencie 7, (c,),
* udzial osoby 1 w skladce na inwestycj¢ emerytalng catego gospodarstwa

domowego w pojedynczym okresie (v).

Funkcja warto$ci przyjmuje posta¢ dang Wzorem 5:

V(co,v) =
max D(,Dz‘} 1
E(D)+8"  E(Dy)+8" @ ; (1""2)’ M(C(I;Dl,Dz))(y(t)+é'(t)) + , (5)
. . Poin; .
PR Db p u(B (max {D;,D;};DT,D; ))

(1 n I"B )mu,\'{D; ,D;}

2 L.Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita, op. cit.; K. Jajuga, L. Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita,
Integrated Risk Model in Household Life Cycle, Publishing House of Wroctaw University of
Economics 2015; R. Pietrzyk, P. Rokita, op. cit., s. 299-319.
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gdzie:
¢, —stopa konsumpcji w momencie 0;
v —udziat osoby 1 w sktadce na inwestycj¢ emerytalng catego gospodarstwa

domowego w pojedynczym okresie (v=v,v, =1 -v);
u(.) —funkcja uzytecznos$ci (taka sama dla konsumpcji i spadku);
P p; — bezwarunkowe prawdopodobienstwo scenariusza takiego, ze:
(D=D',D,=D));
o — parametr preferencji konsumpcji;
S — parametr preferencji spadku;
r.  — stopa dyskontowania konsumpcji;
r,  — stopa dyskontowania spadku;
max {D}, D]} — czas trwania gospodarstwa domowego w scenariuszu (D = D),
D=D));
C(t, D}, D) — konsumpcja w momencie ¢ w scenariuszu (D}, D));
B(max {D7, D}}; D}, D)—warto$¢ spadku (skumulowane inwestycje i nadwyzka
finansowa gospodarstwa domowego) w momencie ¢
w scenariuszu (D7, D)); dla t = max {D}, D}

Optymalizacja planu finansowego polega na zmaksymalizowaniu funkcji wartosci:
V(cy v) — max, (6)

przy nastegpujacych ograniczeniach:

— stopa konsumpcji jest nie mniejsza niz minimalna stopa deklarowana przez
gospodarstwa domowe,

— caly dochod gospodarstwa domowego jest dzielony pomigdzy konsumpcje
i sktadke na inwestycj¢ emerytalna,

— cel emerytalny musi zosta¢ osiagniety (zaktadana §ciezka konsumpcji musi
zosta¢ zrealizowana w calym cyklu Zzycia gospodarstwa domowego, czyli
réwniez po przejsciu na emeryturg).

Dodatkowo procedura optymalizacji zostata zmodyfikowana*. Modyfika-
cja polega na przyjeciu przez sumg¢ zdyskontowanych uzyteczno$ci wartosci
tej sumy tylko w przypadku, gdy skumulowana nadwyzka finansowa w danym
scenariuszu na koncu jego trwania jest wigksza lub rowna 0. Gdy za$§ wartos$¢
skumulowanej nadwyzki finansowej w tym scenariuszu jest mniejsza od 0, za
sumg zdyskontowanych uzytecznosci dla scenariusza podstawia si¢ wartos¢ 0.

2 L.Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita, op. cit.; K. Jajuga, L. Feldman, R. Pietrzyk, P. Rokita,
op. cit.
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Oznaczmy:

Ulc,, v; D}, DY) — suma zdyskontowanych uzyteczno$ci dla danego
scenariusza;

CSp(max {D7, D}}; D}, D)~ skumulowana nadwyzka finansowa na koncu
trwania gospodarstwa domowego w danym sce-
nariuszu.

Oznaczmy tez modyfikacje wartosci zdyskontowanych uzytecznosci w danym
scenariuszu przez U’(.):

L U(cy,v;D;,Dy), jezeli CSp(max{Df,D;};Dl*,D;)ZO
U'(cp,vs Dy, D) = .

0, jezeli CSp(max{D],D;}; D], D;) <0

Dlatego tez formalnie funkcja wartosci, bedaca faktycznie przedmiotem
optymalizacji, jest dana jako V"’ (.):

E(D)+8"  E(D))+5" .
V'(co,v)z Z Z P [U'(CO,V;DI,DZ)]. (8)

Dy =E(D,)-y" D5=E(D,)~y

Modyfikacja ta ma na celu wzmocnienie efektu ,.karania” planéw finan-
sowych za wystepowanie w nich scenariuszy, ktére koncza si¢ niedoborem
finansowym?,

Wynikiem optymalizacji (maksymalizacji funkcji V'’ (.)) jest para optymal-
nych warto$ci zmiennych (c{?", v7)Dla wprowadzonych zalozen oraz
ograniczen modelu zmienne te w pelni opisuja optymalny plan finansowy.

Rezultat procesu optymalizacji moze zosta¢ zilustrowany przez wykres
ksztattowania si¢ skumulowanej nadwyzki finansowej gospodarstwa domowego
w catym cyklu jego zycia. Rysunek 2 prezentuje oczekiwana strukturg terminowa
skumulowanej nadwyzki finansowej dla dwoch zoptymalizowanych planow.
Nawet analiza jednego tylko scenariusza, oczekiwanego, pozwala na zaobser-
wowanie charakterystycznej roznicy migdzy planami odpowiadajacymi réznemu
poziomowi awersji do ryzyka.

% Skumulowany niedobdr na koncu oznacza, ze cele finansowe nie mogly zosta¢ zrealizowane,
a wymuszenie ich realizacji spowodowatoby niedobor finansowy, z ktérego gospodarstwo
domowe nie byloby w stanie wy;js¢.
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RYSUNEK 2: Oczekiwana struktura terminowa skumulowanej nadwyzki finansowej dla planow
optymalnych zoptymalizowanych przy roznych wartosciach parametrow awersji do ryzyka dfugosci
zZycia
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Z 1 6dto: opracowanie wilasne.

W pierwszym przypadku (gérny wykres na rys. 2) gospodarstwo domowe
zadeklarowato mniejsza awersje do ryzyka (wezszy range of concern — mnigj
scenariuszy wzigtych pod uwage przy optymalizacji planu). W drugim przypad-
ku (dolny wykres na rys. 2) gospodarstwo zadeklarowato wigksza awersje do
ryzyka (szerszy range of concern — wigcej scenariuszy uwzglednionych przy
optymalizacji). Procedura optymalizacyjna w drugim przypadku doprowadzita do
powstania wigkszej rezerwy finansowej — wigksza warto$¢ nadwyzki finansowej
w ostatnim okresie w scenariuszu oczekiwanym.
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6. Podsumowanie

Zaprezentowany model dla dwuosobowego gospodarstwa domowego posia-
da wiele cech, ktore sprawiaja, ze jest jednoczesnie ogdlny i elastyczny, jak
i stosunkowo prosty w aplikacji. Model pozwala na zastosowanie dowolnego
modelu dwuosobowego procesu przezycia dla obliczania prawdopodobienstw
poszczegblnych scenariuszy. Rowniez nie ogranicza si¢ do jednej konkretnej
postaci funkcji uzytecznosci konsumpcji (to samo dotyczy uzytecznosci spadku).

Konstrukcja modelu pozwala na rozszerzenie o inne rodzaje ryzyka niz ry-
zyko czasu trwania zycia, a takze o inne cele niz cel emerytalny. Inne czynniki
ryzyka moga zosta¢ wlaczone do modelu zgodnie z zaprezentowanym schematem.
Zwigksza to zwykle jedynie liczbg rozpatrywanych scenariuszy, zaleznych od tych
czynnikow. Tylko niekiedy moze si¢ to rowniez wigzac¢ ze zwigkszeniem wymiaru
samego zadania optymalizacyjnego. Jest tak wtedy, gdy dochodzi nowa zmienna
decyzyjna, co nie zawsze musi towarzyszyc¢ rozszerzaniu modelu. Przy tym, wpro-
wadzenie nowej zmiennej decyzyjnej jest czgsciej potrzebne, gdy zostanie dodany
nowy cel, niz po uwzglednieniu nowego czynnika ryzyka. Na przyktad, jezeli cel
moze by¢ czgsciowo prefinansowany, a czesciowo finansowany diugiem, to nowa
zmienna decyzyjna bedzie wysokos¢ wkladu wiasnego. Propozycje rozszerzenia
modelu o inne kategorie ryzyka i inne cele zostaly zaprezentowane m.in. przez
Feldmana, Jajugg, Pietrzyka i Rokit¢?® oraz Pietrzyka i Rokitg?’.
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Radostaw PIETRZYK
Pawet ROKITA

FINANCIAL PLAN OPTIMIZATION MODEL FOR A 2-PERSON HOUSEHOLD

(Summary)

This article presents an original proposal of a two-person household financial plan optimization
model, with a special emphasis on the retirement goal. The concept allows for relatively easy
augmenting of the model, by adding more goals to it, as well as introducing new types of risk. The
model does not require any sophisticated estimation of parameters. Some of them are obtainable
directly from publicly known data. Some other describe the financial situation of the household and
are based on the data that each household has the access to (e.g., current income of the household
members). There are also the parameters that reflect preferences of the household members
(e.g., their risk aversion). The construction and interpretation of preferences in the model is intuitive,
thanks to which, the preference parameters may be directly provided by the household members.
No sophisticated estimation is needed. The concept refers to a two-person household, instead of
treating household members as independent single individuals. To the advantages of a two-person
model belongs the fact that it allows for such financial plans, in which the costs that are attributed
to each particular person do not need to be covered in 100% during the retirement phase of the life
cycle. This is possible thanks to the risk sharing by the household members, or, to be more precise,
thanks to the capital transfer between them. A two-person approach has, however, its disadvantages
resulting from higher level of complexity. Some problems of the burdensomeness resulting from
the bi-dimensionality had to be overcome. An original way of risk aversion expressing, proposed
as part of the concept, enables the necessary simplification. It allows to reduce the number of
scenarios to be taken into consideration in the procedure of plan optimization.

Keywords: financial planning; personal finance; longevity risk; life-cycle models



